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Materia ultrafria

Rosario Paredes, Instituto de Fisica, UNAM, México

1. Introduccion

Comenzaremos discutiendo la nocion de materia ultrafria. Se refiere a un conjunto
macroscépico de dtomos y/o moléculas en su fase liquida y/o gaseosa, que se rige por
las leyes de la Mecanica Cuéntica y la Fisica Estadistica. Esto significa que su comporta-
miento es tal que exhibe las caracteristicas propias de un fenémeno ondulatorio como los
inherentes a la Mecédnica Cudntica y que los 4&tomos y/o moléculas, que de aqui en ade-
lante denotaremos también como particulas, se distribuyen siguiendo la estadistica de ser
fermiones o bosones.

En apego a su capacidad de comportarse como onda, las particulas constituyentes de
la materia ultrafria satisfacen el principio de de Broglie, que asocia una longitud de onda
a cada particula con momento p, A = %. Dado que la manifestacion de efectos cuanticos
requiere que A sea comparable con una distancia propia del sistema bajo estudio, es natu-
ral usar como referencia a la separacién media entre particulas n /3, asi h/p > n~1/3. Por
otro lado el teorema de equiparticién de energia establece que p ~ (mk sT)"2. De aqui se
desprende la relacion entre temperatura y densidad de los sistemas macroscépicos que
exhiben efectos cudnticos

kT < n*>h?/m. (1)

En lo concerniente a la Fisica Estadistica las particulas ideales ocupan los estados cuanti-
cos, denotados por p, de acuerdo a las distribuciones de Fermi-Dirac (F) y Bose-Einstein
(B)

1
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(2)
correspondiendo el signo + a los fermiones y el signo — a los bosones. Dichas relaciones
funcionales hacen posible que el comportamiento colectivo de fermiones o bosones refleje
que cada estado cudntico pueda estar ocupado en forma tinica o que un niimero arbitra-
rio de particulas pueda ocupar el mismo estado cuantico respectivamente. La existencia
del fenémeno de la condensacién de Bose-Einstein es una consecuencia directa de la es-
tadistica que rige a las particulas bosénicas: A temperatura diferente de cero, una fraccién
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macroscopica de estas ocupa el estado base de una particula. Esta fue la prediccion que
Albert Einstein hizo en 1925 después de adecuar, para particulas materiales, el trabajo que
Satyendra Nath Bose realiz6 al contabilizar el niimero de formas de distribuirse que tie-
nen los fotones como funcién de la energia. 70 afios después de la prediccion tedrica, se
consigui6 por primera vez en un laboratorio, la obtencién de un estado muy parecido al
Condensado de Bose-Einstein. Posteriormente, y como resultado de ese primer logro, en
1999 se produjo también un gas degenerado de Fermi. Estos dos sistemas son los prota-
gonistas de la materia ultrafria y actualmente se han convertido en lo que se denomina
un laboratorio ideal para la realizacién de fenémenos de muchos cuerpos con comporta-
miento cudntico.

2. La Fisica Estadistica de la Condensacion de Bose

Como es bien sabido existen dos tipos de atomos en la naturaleza: fermiones y bo-
sones. Los fermiones son aquellos que tienen espin total semi-entero, mientras que los
bosones tienen espin total entero. Los primeros obedecen la estadistica de Fermi-Dirac,
basada en la principio de exclusién Pauli, que prohibe que mds de una particula ocupe
el mismo estado cudntico, en tanto que los segundos se rigen por la estadistica de Bose,
que no tiene ninguna restriccién en la ocupaciéon de un estado cudntico dado. Debido a
que los dtomos estdn formados por protones, neutrones y electrones, que son fermiones
elementales con espin s = 1/2, un dtomo resultara ser fermion o bosén si estd compuesto
por un niimero impar o par de fermiones elementales respectivamente.

De acuerdo a la Fisica Estadistica, las propiedades termodinamicas de un gas ideal
cudntico se determinan trabajando en el ensamble gran candnico a través de la funcién
Gran Potencial

QV,T.p) = k5T Y In (e<—€p+ﬂ>/’“BT - 1) , 3)
P

donde queda explicita la dependencia con la temperatura 7" y el potencial quimico y,
en tanto que la dependencia en el volumen V permite considerar la geometria y dimen-
sionalidad del sistema particular. En el caso de particulas contenidas en una caja en 3
dimensiones por ejemplo, se encuentra que

N g3/2(u/kBT) )

Vo A3
siendo A = h/(2rmkpT)'/? y g3/» la funcién de Bose de 3/2 con argumento 11/kpT [1].
Es importante enfatizar aqui que es precisamente el orden de esta funcién el que toma en
cuenta el cardcter geométrico y dimensional del potencial de confinamiento de los &tomos.
En particular, n = 3/2 es caracteristico de una caja en tres dimensiones. En general, la
transicion a la condensacién de Bose se hace evidente siguiendo el comportamiento de
gn(p/kBT). El potencial quimico, que es siempre negativo para bosones, toma su valor
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Figura 1: Se ilustra el comportamiento de la funcién de Bose g3/5, como funcién del potencial
quimico (.

maximo en ¢ = 0 a T # 0. Particularmente, el caso de 4tomos confinados en una caja de
volumen V permite, a través de la ecuacion (4), llegar a la conclusién que la existencia
de la condensacién de Bose es consecuencia de que la funcién de Bose toma un valor
finito cuando el potencial quimico alcanza su valor maximo. En la figura (1) se ilustra la
dependencia de g3/, como funcién de ;1 a una temperatura dada 7. Se desprende de dicha
figura la existencia de una temperatura critica 7. a una densidad fija parala cual =0

3 I N
A <Tc)g3/2(0) v ©

Es importante recalcar que la ecuacién (4) es valida estrictamente para describir el nimero
de particulas cuando ¢ < 0. Dado que 1 no puede tomar valores positivos, un decremento
en la temperatura dard lugar a poblar macroscépicamente el estado base de una particula.
Por lo tanto se afirma que potencial quimico es la variable que determina la ocurrencia de
la transicion a la fase condensada.

3. Condensacion de Bose-Einstein en un laboratorio

La obtencion del condensado de Bose en 1995 es resultado de los avances experimen-
tales en el ambito del enfriamiento [2, 3]. Dado que la existencia de un condensado ocurre
a una densidad y temperatura especificas para un sistema particular, el gran logro consis-
ti6 en enfriar a temperaturas del orden de 50 nK una muestra de 4tomos neutros, en su
fase gaseosa, a una densidad de 10'* cm~3. En particular, fueron el enfriamiento laser y el
enfriamiento por evaporacion las técnicas experimentales empleadas para obtener dichas
condiciones en 4tomos alcalinos. Estas técnicas estdn basadas en el intercambio de energia
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Figura 2: Se observa la distribucién de velocidades de un gas de bosones durante la formacién de
un condensado. La figura izquierda corresponde a un gas a una temperatura mayor que la tempe-
ratura de condensacion (Tc). La figura central es justo después de la aparicién del condensado, y la
figura derecha muestra un gas que tiene un menor niimero de dtomos, pero el cual sigue en su fase
condensada. La altura de los picos representa el ntimero de d&tomos como funcién de la velocidad,
siendo el pico més alto el que corresponde a los dtomos con energia igual a cero.

debido a la interaccién entre la materia y la radiacién. Por medio del enfriamiento ldser
es posible alcanzar temperaturas del orden de 100 1K, en tanto que el enfriamiento por
evaporacion permite que el gas llegue a temperaturas del orden de nK. En la siguiente
seccion se explica en forma concisa en qué consisten estas dos técnicas.

La realizacién de la condensaciéon de Bose-Einstein en un laboratorio ocurrié por pri-
mera vez en 1995 en tres laboratorios en Estados Unidos, en Colorado, en Texas y en
Massachussetts. En cada uno de ellos se obtuvieron una serie de imagenes de las nubes
atomicas, a partir de las cuales es posible inferir el valor de la energia, la temperatura y
el nimero de particulas en cada una de las etapas durante el proceso de formacién del
condensado. En la figura 2 se observa la distribucion de velocidades de dtomos de ru-
bidio para diferentes temperaturas. Estas imagenes se obtuvieron utilizando el método
de expansion, el cual consiste en permitir que la nube de gas se expanda libremente y
que las posiciones de los 4tomos sean detectadas por medio de sensores 6pticos. Dichas
mediciones se traducen en el conocimiento de la densidad local.

Enfriamiento laser

Los dtomos que se emplearon para obtener los primeros condensados fueron los al-
calinos, debido a que se comportan como dtomos hidrogenoides y poseen un momento
dipolar magnético grande. Basicamente, el hecho que se comporten como dtomos hidro-
genoides significa que en su capa mds externa tienen un solo electrén y es a través de
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procesos de emision y absorcién de dicho electrén junto con su estructura hiperfina, que
se consigue reducir la velocidad de los 4&tomos en una distancia de 0.5 m de 570 m/s a 30
m/s. 570 m/s es la velocidad a la cual una nube conteniendo alrededor de 10'° 4tomos
es producida en un dispositivo de ultra alto vacio evaporando dtomos de una muestra
solida. La reduccién en velocidad se consigue haciendo incidir fotones de energia ligera-
mente menor a la diferencia entre dos niveles hiperfinos del 4&tomo. Estos seran absorbidos
y emitidos gracias al efecto Doppler. Para conseguir este prop6sito es necesario tomar en
cuenta el efecto Doppler que da lugar a que, desde el marco de referencia del 4tomo, éste
perciba un corrimiento en la energia de los fotones incidentes sobre el mismo. Es por ello
que la energia de los fotones incidentes debe ser adecuada o entonada para permitir que
el proceso absorcién-emision tenga lugar. Si este requerimiento no se cumple la luz laser
que incide sobre los 4tomos de la nube serd transparente. De manera efectiva, la pérdida
de energia o reduccion en la velocidad de los 4&tomos, es por absorcién, debido a que cada
atomo en un estado excitado emitird instantdneamente un fotén en una direccién arbitra-
ria. Es por esto que, en promedio, la pérdida de energia por emisién es cero, no asi por el
proceso controlado de absorcién. Debido a que por cada fotén absorbido un atomo dismi-
nuye su velocidad en 3 cm /s se requieren aproximadamente 2 x 10* procesos de absorcién
para reducir la velocidad a 30 m/s. En la figura 3 se ilustra en forma esquemadtica uno de
los ciclos completos del proceso de enfriamiento laser.

Enfriamiento por evaporacién

Debido a que las temperaturas tipicas que se consiguieron por medio del enfriamiento
laser no fueron lo suficientemente bajas para llegar a la condensacién de Bose, se imple-
mentd una técnica nueva en 1995 [2], y haciendo alusién a su fundamento de operacién
se le denominé enfriamiento por evaporacion. Dicha técnica consiste en quitar selectiva-
mente los 4tomos més energéticos del gas, y permitir que los d&tomos restantes alcancen el
estado de equilibrio a través de colisiones, de tal forma que la temperatura final sea me-
nor que la inicial antes de retirar los &tomos mds energéticos. En la practica, la posibilidad
de extraer selectivamente del gas los 4tomos mas energéticos, se debe a que los dtomos
utilizados para producir los condensados de Bose-Einstein son altamente sensibles a la
interaccién con campos magnéticos por poseer un momento dipolar magnético alto. Los
atomos neutros son confinados en un potencial magnético, que matematicamente se des-
cribe a través de un oscilador arménico, quedando de esta forma bajo la influencia de
desdoblamiento Zeeman y un potencial arménico dependiente de la posicion. Aplican-
do un pulso de radio frecuencia con una energia igual a la asociada al maximo nivel del
potencial armdénico, se logra invertir el espin de dichos 4tomos. Los 4tomos en estas condi-
ciones en lugar de estar sometidos a un potencial confinante debido al campo magnético
quedan fuera de dicha influencia al invertir su espin. En la figura 4 se ilustra en forma
esquematica el proceso de operacion del enfriamiento por evaporacién. En un laboratorio
el proceso de enfriamiento por evaporacién se lleva a cabo repetidamente, en lo que se



6 Materia ultrafria

atomo incidente

con momento p dtomo excitado con

momento p-ft/A

VWWs

luz laser resonante con
longitud de onda A

atomo incidente con

momento p-h/i emision espontinea del atomo

i
el e g
n_9 gy
LB £

Figura 3: Se ilustra en forma esquematica el proceso de enfriamiento laser. Para hacer posible
el enfriamiento tiene lugar un proceso ciclico en el que el 4&tomo después de ¢ puede continuar
absorbiendo fotones para seguirse desacelerando. En cada ciclo el 4tomo pierde en promedio un
momento h /A

conoce como rampa de enfriamiento, hasta llegar a la temperatura y densidad para la cual
el gas exhibe la transicién al estado condensado. Vale la pena enfatizar que la transicién
al estado condensado requiere tanto de bajas temperaturas como densidades adecuadas

4. Gas degenerado de Fermi en un laboratorio

En lo que se refiere a los sistemas compuestos de fermiones, se tiene que en el la-
boratorio que las temperaturas necesarias para obtener un gas degenerado de Fermi son
comparables a las que dan lugar a la condensacién en un gas de Bose, es decir solo algunas
millonésimas de Kelvin por encima del cero absoluto. La imposibilidad de los fermiones
de ocupar el mismo estado, se traduce en la dificultad para enfriar un gas de Fermi. Como
se explic en la seccién anterior, el mecanismo tdltimo durante el proceso de enfriamiento
de un gas atémico corresponde a la termalizacion por colisiones entre pares de particulas.
Sin embargo, en un gas de Fermi, esta situacién no se produce de forma natural debido
a que de manera efectiva los fermiones presentan una especie de repulsion entre ellos,
como consecuencia del Principio de Exclusion de Pauli, y esto dificulta que las particulas
interacttien a través de colisiones. Por tal motivo, el mecanismo que se emple6 en el labo-
ratorio para producir por primera vez un gas degenerado de Fermi fue combinar un gas
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los atomos con mds
energia escapan

Figura 4: En a los d4tomos se encuentran en equilibrio, distribuidos en los diferentes niveles de
energia del potencial de confinamiento y tienen un temperatura bien definida 73. b: Al aplicar
un pulso de radio frecuencia con una energia igual a la méxima asociada al nivel del potencial
armonico, los &tomos més energéticos escapan. c: Los dtomos alcanzan el estado de equilibrio por
medio de colisiones entre ellos y el gas de bosones reduce su temperatura hasta una valor 75.

de Fermi, a la temperatura minima que se podia alcanzar utilizando las técnicas de en-
friamiento 6ptico explicadas antes, con un gas de bosones a temperatura mas baja, de tal
forma que los fermiones pudieran chocar con los bosones menos energéticos, logrando de
manera global disminuir la temperatura del gas de Fermi. No fue sino hasta 1999 cuan-
do se produjo un gas degenerado de Fermi utilizando esta técnica que se conoce como
enfriamiento asistido.

5. Gases ultrafrios con interaccion

La prediccion de la existencia del estado condensado en sistemas bosénicos hecha por
Albert Einstein en su articulo de 1925 se refiere a sistemas en los que no se consideran
las interacciones. En la naturaleza estos sistemas no existen. Como lo establece la ecua-
cién (5), la temperatura a la cual ocurre condensaciéon de Bose estd definida en relacion a
su densidad. Sin embargo, la densidad no puede aumentarse arbitrariamente dado que
dicha ecuacién es vdlida para gases ideales. Es por ello que los gases ultrafrios que se
producen en el laboratorio tienen densidades muy bajas, 10° veces mas diluidos que el
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Figura 5: Imédgenes de un gas de Bose en su fase condensada. Las fotograffas muestran un nimero
variable de vértices, que se incrementa como funcién de la velocidad de rotaciéon del condensado.
(Tomada de The Magic of Matter Waves physics@MIT, Departmental Newsletter 2001) .

aire que respiramos. Cabe resaltar que aun en ese caso las interacciones estan presentes.
En principio es imposible desaparecer las interacciones intrinsecas entre los d4tomos. De
hecho, como se menciona antes, la presencia de las interacciones es fundamental en la
operacién de la técnica de enfriamiento por evaporacion, la forma en la que un gas en el
que han sido removidas las particulas con mayor energia alcanza el estado de equilibrio
es redistribuyendo su energia entre todo el sistema. Dicho proceso ocurre como resultado
de las colisiones entre particulas. Por otro lado, la realizacién experimental de la conden-
saciéon de Bose mostré que, como se esperaba, las interacciones entre los dtomos estan
presentes aun en el limite de baja dilucién. Este hecho fue constatado al hacer rotar el
gas en su fase condensada y observar la formacion de vértices. La formacién de vortices
ocurre cuando un sistema en su fase superfluida es sometido a rotar, en lugar de que el
sistema gire como un todo, se forma un arreglo o red de voértices como consecuencia del
comportamiento cudntico de las particulas que componen al gas; en su movimiento circu-
lar, la circunferencia de su 6rbita tiene que ser un multiplo entero de la longitud de onda
de de Broglie. En la figura 5 se muestran las imagenes obtenidas al hacer rotar el gas en
su estado condensado conforme la velocidad de rotacién se incrementa.

La descripcion completa de las colisiones que ocurren entre los &tomos que conforman
un gas es muy complicada, de hecho, no se tiene un marco tedrico que permita hacer tal
descripcién en general, los gases ultrafrios tienen dos peculiaridades que nos permiten
aproximar de manera precisa y relativamente sencilla cémo ocurren tales colisiones. Estas
dos caracteristicas son, una, el que estdn muy diluidos y dos que estdn muy frios. De
la primera podemos considerar que la colisiones s6lo ocurren entre parejas de atomos, es
decir, suponemos que la probabilidad, de que tres 0 més 4tomos se involucren en el mismo
choque, es tan baja que la podemos ignorar. Y segundo, el que el gas estd muy frio sugiere
que las colisiones ocurren entre parejas de 4tomos que tienen muy baja energia cinética.
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En este caso, aunque la descripcién debe hacerse desde la perspectiva de la mecénica
cudntica, veremos que la descripcién de la colision se reduce a conocer un sélo parametro,
la llamada longitud de dispersién a.

El analisis de una colisiéon entre dos atomos requiere de conocer el potencial de la
fuerza interatomica entre ellos, que denotamos como U(7 — 72) donde ] y 7 son las
posiciones de los dos atomos en cuestién. Esto es muy complicado ya que depende de
cudntos electrones, protones y neutrones tenga cada dtomo. Sin embargo, supongamos
que conocemos tal potencial. Desde la perspectiva de la mecanica cuantica, una colisién
describe como se dispersan las ondas que describen el estado de cada atomo al acercarse
uno al otro. Resulta ser que la colisién puede considerarse como una suma de diferen-
tes colisiones, cada una correspondiendo a un diferente orden del momento angular de
los 4tomos. Asi, la colisién se puede ver como ondas planas que al acercarse, debido a la
interaccién, se dispersan en muchas ondas en diferentes direcciones dependiendo de su
momento angular. Cada contribucién de onda tiene su fase alterada o corrida, y son estos
corrimientos de fase los que la teoria permite calcular si se conoce con detalle el potencial.
Es decir, conocer los corrimientos de fase es equivalente a describir la colision. Este proce-
dimiento es atin un trabajo formidable y muy dificil de hacer en general. Y es aqui donde
el hecho de que el gas estd muy frio llega al rescate. Si un gas estd muy frio nos indica
que la energia cinética de los &tomos es muy baja y, por ende, las colisiones ocurren sélo
entre 4tomos a muy baja energia. Cuando esto ocurre, se puede mostrar que de todos los
corrimientos de fase sélo uno es importante, el llamado corrimiento de fase de onda sy
que es el que corresponde a la contribucién de momento angular cero. Desde un punto de
vista pictérico, como lo sugiere la figura 6, la onda dispersada por la colisién es una onda
esférica que emana desde el punto de la colisién, sin embargo, con su fase corrida por un
valor §p = ka donde k es el vector de onda de la onda incidente y a es la llamada longitud
de dispersién. La onda dispersada la podemos escribir asf,

A ik(r—a
@Z)sc(r)%_;elk(r ) (6)

El vector de onda s6lo depende de la energia incidente del 4tomo, que es muy baja, por
medio de la expresion E = h%k?/2m, mientras que la longitud de dispersién a depende
crucialmente del potencial de interaccién entre los dtomos U (7 — 72). Recalcamos que no
es s6lo el valor absoluto de a lo que importa sino su signo también. Este valor, incluido su
signo, se calcula resolviendo la ecuacién de Schrodinger de la colisién en la aproximacién
en que sélo el momento angular de valor cero contribuye. No es una tarea sencilla, sin
embargo, existen toda clase de técnicas numéricas para hacerlo conociendo de antemano
el potencial, que a su vez es medido experimentalmente. Es de notarse que algo tan com-
plejo como la colision cuantica entre dos dtomos “frios”se reduzca a un sélo parametro, la
longitud de dispersién a. Pero no hay que engafiarse, atn asi, este pardmetro, y su signo,
ayudan a predecir la gran riqueza de fendmenos que ocurren en estos gases. Regresando
al hecho que el gas ahora lo visualizamos como uno de 4tomos colisionando sélo por pa-
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Figura 6: Se ilustra el proceso de dispersion a bajas energias en el sistema de coordenada relativa.

res y que las colisiones s6lo son de onda s, se puede argiiir que el potencial efectivo que
sienten los 4&tomos se aproxima como,

5 (7 — %) (7)

donde 63(f’1 — ) es la funcién delta de Dirac en tres dimensiones. Es decir, en esta apro-
ximacién en que dominan las colisiones de onda s, el potencial efectivo que describe ade-
cuadamente el corrimiento de fase solo depende de la longitud de dispersion a.

Para los fendmenos de muchos cuerpos del gas, el signo de a es crucial. Si el signo de
a es positivo, se dice que el potencial es netamente repulsivo, si es negativo, el potencial
es netamente atractivo. Como resultado de este hecho, si el gas es de bosones, un poten-
cial repulsivo balancea la “atraccién”natural de los bosones y hace que el gas sea estable;
analogamente, si el gas es de fermiones, el potencial debe ser atractivo para balancear la
“repulsién”natural de los fermiones. Cuando esto ocurre, emerge la fase superfluida de
los fluidos cudnticos. Hoy en dia es posible controlar de forma externa el signo de a por
medio de campos magnéticos en sistemas macrosépicos [4]. En los bosones el estado de
muchos cuerpos de un gas de débilmente interactuante, queda descrito por la ecuacién de
Gross-Pitaevskii, mientras que para los fermiones es un gas de pares de Cooper y se des-
cribe por el estado de Bardeen, Cooper y Schriefer (BCS). Estos se discutirdn brevemente
mas adelante.

6. Atomos frios: Un laboratorio cuantico

La realidad actual es que es posible manipular gases atomicos ultrafrios confinados
en diversos potenciales inhomogéneos con el fin de controlar en muchos de los casos su
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dindmica misma. La capacidad de controlar la geometria, dimensionalidad e interacciones
entre los 4&tomos, aunado a las propiedades intrinsecas de los fermiones y los bosones ha
dado lugar a que esencialmente todas las predicciones y resultados tedricos y experimen-
tales de la materia condensada, sean susceptibles de ser reproducidos experimentalmente.
Por ejemplo puede mencionarse el caso de las llamadas redes 6pticas de bosones y/o fer-
miones, que son el andlogo de redes cristalinas en sélidos; la transicién a un estado de tipo
superfluido en gas de Fermi con interacciones; las juntas de Josephson en un condensado
de Bose; el fendmeno de localizacién de Anderson en fermiones y bosones, la existencia
de los cruces prohibidos de energia en el modelo de Landau-Zener, por mencionar algu-
nos. En esta seccién revisaremos en forma breve la descripcién tedrica de dos de estos
sistemas.

Condensados de Bose en redes dpticas

Las redes 6pticas son un campo de luz estacionario formado como resultado de la in-
terferencia de luz laser propagandose en sentidos contrarios. Este campo de luz puede
ser un arreglo peridédico en 1, 2 o 3 dimensiones, o en general un potencial éptico con
pozos de profundidad variable. Dichos arreglos son el andlogo de las redes cristalinas en
s6lidos en las que el potencial periédico de los iones se crea por medios 6pticos. En la fi-
gura (7) se muestran algunas de las configuraciones logradas en los laboratorios. Una vez
que se ha alcanzado la transicién al estado condensado, el gas ultrafrio es transferido al
potencial 6ptico y se le permite evolucionar libremente o modificando in situ la configu-
racion del potencial 6ptico para estudiar su dindmica de tunelaje a través de los pozos de
potencial. Se ha encontrado que en el gas de Bose confinado ocurren dos comportamien-
tos extremos: oscilaciones coherentes y autoatrapamiento. Dichos estados son el andlogo
de los estados superfluido y aislante de Mott caracteristicos de las fases cuanticas. Las
descripciones tedricas de condensados de Bose en redes 6pticas se hacen a través de dos
esquemas diferentes; el semicldsico o campo medio y el cudntico o de Bose-Hubbard. Am-
bas aproximaciones permiten estudiar la evoluciéon dindmica y los estados estacionarios
del gas de Bose. En forma breve se describe a continuaciéon el modo en el que operan
asi como sus alcances y limitaciones.

En el caso de la aproximacién semicldsica el punto de partida es la ecuacién de Gross-
Pitaevskii. El potencial 6ptico es tomado en cuenta en la ecuacion de Gross-Pitaevskii
reemplazando el potencial arménico creado por la trampa magnética por el campo de luz
Vopt (r):

ov(r,t) h?

W= = =5 VU 1) + (V1) + Ui, 1)) W(r. ). @

La presencia del potencial 6ptico da lugar a considerar la geometria particular de cada po-
tencial confinante. Hasta ahora se ha abordado ampliamente el problema de redes 6pticas
unidimensionales, siendo menor el terreno explorado en el caso de configuraciones en 2
y 3 dimensiones. En el caso de arreglos en 1 dimension, el nimero de pozos que compo-
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Figura 7: Se ilustran diferentes configuraciones de potenciales de confinamiento para bosones,
creados por medios 6pticos.

nen el potencial de confinamiento da lugar a un sistema de ecuaciones acopladas igual al
numero de pozos. Este resultado es consecuencia de trabajar en la aproximacién conocida
como la de n modos, asociados al niimero de niveles presentes en la primera banda de
energfa en un potencial de n pozos. La forma explicita las ecuaciones a resolver es

0Y;

ih 5

= (B 4+ Uo) ¢i — Z Ki; 9)
1,7

2 2 2
donde E? = 2= [ [V [2dr+ [ |¢*|Vope (r)dr, Uy = 220 y K = — 2= [NV i+ [ i Voprdj,
con ¢; ¢ = 0, ...,n—11as funciones de onda de una de una particula en el potencial de n po-
zos. El estudio de la dindmica de tunelaje entre pozos basado en la resolucién numérica de
las ecuaciones (9) permite predecir la existencia de los estados con oscilaciones coherentes

y autoatrapamiento.

La aproximacién cuédntica o de Bose-Hubbard es un modelo que se deduce directa-
mente de la teorfa de segunda cuantizacién tomando en cuenta la aproximacién de n-
modos y que las funciones de onda de una particula estdn localizadas en cada pozo de
potencial que compone a la red en 1 dimensién [5]. Adicionalmente, es posible hacer una
consideracién que tome en cuenta la geometria particular del potencial confinante. E1 Ha-
miltoniano efectivo que describe la dindmica del sistema para un potencial compuesto de
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n pozos simétricos con respecto al origen es [5]:

m

Heps = — zn: A [blb; +blb] inh’a zn:bjb}bibi. (10)
ij=1 i=1

bz y b; son los operadores de creacién y aniquilacién de particulas en el pozo i, y satisfacen
también las reglas usuales de conmutacién para bosones. Este Hamiltoniano es vélido
mientras las siguientes dos suposiciones se cumplan: i) sélo los estado asociados a los
n niveles de energfa ligados en el potencial de n pozos participan en la dindmica del
sistema y ii) se satisface que el traslape de las funciones de onda localizadas en cada pozo
es despreciable, las tinicas interacciones relevantes son aquellas en las que las particulas
estdn dentro del mismo pozo.

A partir del Hamiltoniano (10) se concluye que la dindmica de un gas de Bose, con-
finado en un potencial de n pozos, esta gobernada por los coeficientes A;; y a, es decir
por el coeficiente de acoplamiento de tunelaje de particulas entre diferentes pozos y por
el coeficiente que modula la interaccién entre pares de particulas dentro del mismo po-
zo [6]. Usando el Hamiltoniano (10) se ha estudiado la dindmica de un gas de bosones
confinado en potenciales compuestos de 3 y 4 pozos en una dimensién [7, 8]. En estos
trabajos se ha establecido la dependencia de la transicién de fase del estado superfluido al
estado conocido como aislante de MOTT. En el primero los 4&tomos se desplazan en forma
coherente a través de las barreras de potencial, mientras que en el segundo permanecen
esencialmente localizados en el pozo en el que inicialmente fueron colocados. La venta-
ja de estudiar sistemas de Bose confinados en redes 6pticas en el contexto del modelo de
Bose-Hubbard con respecto a la aproximacién de campo medio es que se pueden determi-
nar propiedades no sélo de un cuerpo, sino de un niimero arbitrario, lo cual es relevante
debido a la potencial capacidad de la mediciones experimentales.

Cruce BEC-BCS en un gas de fermiones interactuantes

Después de la realizacién experimental de un gas degenerado de Fermi a partir de un
gas diluido de potasio [9], se descubrié que en un gas de bosones, también a muy bajas
densidades y temperaturas, la magnitud de las interacciones entre pares de particulas se
hacia notoriamente mayor a medida que un campo magnético externo era variado [4].
Esta capacidad de controlar las interacciones entre pares de particulas, y en particular de
conseguir estados ligados, es consecuencia del uso de lo que se conoce como resonan-
cias de Feshbach [10]. En gases diluidos, dichas resonancias dan lugar a la posibilidad de
variar en forma continua la longitud de dispersién a que caractereriza cada proceso de
colisiéon. Como se menciona en la seccién referente a las interacciones, en el limite de bajas
energias, el proceso de dispersion estd representado por la longitud de dispersiéon a que
determina el estado final de dos 4tomos que colisionan, sin importar la forma detallada
del potencial de interaccién entre ellas. Para valores positivos (negativos) de a los atomos
experimentan una interaccion efectiva repulsiva (atractiva).
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Debido al Principio de Exclusién de Pauli, en un gas degenerado de Fermi no ocurre
la dispersion de onda s. Sin embargo, la formacién de moléculas y pares de atomos entre
atomos con el mismo estado interno es posible a partir de una mezcla de fermiones en dos
estados hiperfinos diferentes. A bajas temperaturas, estas moléculas y pares de dtomos
pueden formar un condensado de Bose-Einstein o un estado superfluido tipo BCS [11].
En afios recientes se ha encontrado evidencia experimental de que los gases compuestos
por una mezcla de fermiones en dos estados hiperfinos, exhiben también la formacién de
voértices cuando son puestos a rotar [12] (ver figura 5).

Como es bien sabido, la teoria microscépica que describe el estado de un gas dege-
nerado de Fermi compuesto de electrones con interacciones atractivas, es la teoria BCS,
formulada en 1957 por Bardeen, Cooper y Schriefer [11]. En dicha teoria los electrones son
considerados como particulas libres con un potencial efectivo atractivo. En los experimen-
tos actuales el nuevo estado de la materia formado a partir de los &tomos neutros, y cuyas
interacciones se pueden modificar externamente, es también un estado superfluido. Sin
embargo, es importante enfatizar que la hip6tesis esencial de la teoria BCS, que considera
que solamente los electrones con energia comparable a la energia de Fermi participan en
la formacion de pares de Cooper o formacién de particulas ligadas [13] , debe ser reempla-
zada para incluir en principio todas las energias. Esta es la esencia del trabajo desarrollado
por Eagles y Leggett para describir el fenémeno de superfluidez en gases de He y “He en
1980 [14, 15]. Usando esta teoria, que también es conocida como aproximacién de campo
medio, se ha estudiado la termodinamica de un gas de Fermi compuesto de una mezcla
de atomos en dos estados hiperfinos diferentes, como funcién de la longitud de disper-
sién a. En el caso de un potencial homogéneo el Hamiltoniano que describe a la mezcla
es

R a
H=—o— | > m+) 0} |+ Uy (11)
i=1 j=1 2

donde U; ; es el potencial de interaccion. En general se considera un potencial de interac-
cién entre pares de contacto [16].

Tanto la teoria BCS como la desarrollada por Eagles y Leggett, hacen uso de una fun-
ciéon de prueba variacional que es la superposicion de todas las posibles combinaciones
de pares de atomos en estados hiperfinos diferentes (|¥pcs)), tal que trabajando en el
ensamble gran canénico, el valor de expectacién del gran potencial es

1 1 m
(TpeslQUpes) = > {(Gk — ) — V(& —p)?+ AQ} + §A2 > —- Vo A%, (12)
K

€
L k

donde ¢, = h?k?/2m y el “gap”A es una funcién de (7, 1, 7) dada por la ecuacién tras-
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cendental,
1 1 1 m
1 o (13)
Uo ; (ep —p)%2 + A2 € 27 h?

Estas dos ecuaciones permiten obtener, 2 = Q(V, u,n). Cabe resaltar que esta forma

del gran potencial es obtenida considerando que se introducen explicitamente los con-
tratérminos necesarios para evitar la divergencia ultravioleta que tiene lugar como con-
secuencia del uso de un potencial de contacto. Aunque estrictamente la aproximacion de
campo medio es solamente valida en el régimen de interacciones débiles, el cual requie-
re que Nla|*/V < 1, se puede considerar como correcta la expresion para ((2) para el
limite |n| = 1/a — oo. Con ello se describen las propiedades termodindmicas en el cruce
BEC-BCS a temperatura cero.

El efecto de temperatura finita se puede introducir considerando la entropia de un gas
de quasiparticulas sin interaccién

S = —kgTrplnp, (14)

donde Tr denota la traza. En esta ecuacion, la matriz de densidad esta dada por,

A 1

donde N es el operador de niimero de particulas y H el Hamiltoniano del sistema (el cual
depende paramétricamente de la longitud de dispersion a). Asi se obtiene una expresiéon
para la gran funcién de particiéon =,

==T ~_N-—H). 1
rexp(kBT T ) (16)
Terminando de esta forma con la ecuacién para el gran potencial es 2 = —kT'InZ=, en
funcién de la temperatura 7,
TS =F—uN — Q. 17)

A~

donde £ = (H) es la energia promedio. Con la expresién

se estd en posibilidad de determinar todas las propiedades termodindmicas. En particular,
entre las propiedades termodindmicas mas interesantes en el actual contexto experimental
se encuentra la determinacién de la variable contacto

C=— <aQ) ) (19)
677 VT,u
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Dicha variable fue recientemente introducida por S. Tan [17] y ha sido determinada en
forma experimental. Ademads su relacién con el gap es como sigue:

m
Ah2

Vale la pena resaltar que todo el calculo anterior, es decir la termodindmica completa,
puede realizarse de forma numérica exacta si se considera un potencial interatémico ar-
bitrario de corto alcance. Por otro lado, si se trabaja fuera de la aproximacién de campo
medio es posible tratar sistemas compuestos de cientos de particulas para determinar
numéricamente sus propiedades fisicas.

C="U A2, (20)

7. Elreto de una computadora cuantica

Como resultado del control en el comportamiento dindmico de gases ultrafrios de Fer-
mi y Bose confinados por potenciales 6pticos periddicos [18-21], i.e. por redes Opticas, y
la coherencia existente en estos arreglos [22, 23], se ha especulado en la posibilidad de
utilizar dichos sistemas para implementar procesos de informacién cudntica, tales como
el cémputo cuéantico®. Vale la pena recordar que en el cémputo actual la unidad bésica
es el bit, que en general, es un dispositivo electrénico que puede tomar dos valores, 0 0
1. En el contexto de la mecénica cudntica sin embargo, la unidad fundamental, el llama-
do g-bit, que puede ser por ejemplo un dtomo, tiene acceso a estar en una superposicién
de estados, reemplazando los dos tinicos posibles estados del bit por dos o més estados;
la diferencia esencial, ademds de una mayor cantidad de estados, es que en lugar de es-
tar en 0 0 1, un g-bit puede estar simultdneamente en una superposiciéon de estados. La
repercusion en la ingenieria del computo se traduciria en la capacidad de realizar calcu-
los en forma masiva. Sin embargo, debido a que los gases ultrafrios confinados en redes
Opticas estan constituidos de muchos cuerpos y a su naturaleza cuédntica intrinseca, la ca-
pacidad de manifestar coherencia al medir diferentes cantidades fisicas se pierde, en otras
palabras, se hace presente el fenémeno de decoherencia. Este dltimo término se usa para
designar el desconocimiento del estado cuantico del sistema, producto de la incapacidad
de realizar un conjunto completo de medidas. Entre otras consecuencias, la ocurrencia de
este hecho, da lugar a la cancelacién de fases que definen al estado cuantico por completo,
desprendienéndose de aqui el nombre de decoherencia. Dicha cancelacién se atribuye en
parte a las interacciones presentes en el sistema y en parte a su comportamiento ondula-
torio propio. El resultado final al realizar la medida de una cantidad fisica entre mezcla el
aspecto estadistico inherente a los sistemas de muchos cuerpos y el probabilistico asocia-
do a la mecénica cudntica, traduciéndose la medicién en una que caracteriza a un estado
clasico. Hoy en dia es un todo un campo de investigacién la determinacién y caracteriza-
cién de la decoherencia en sistemas multicomponentes, es asi que aun no es una realidad
el computo cudntico.

1 Véase el capitulo “Informacién cudntica” de Carlos Pineda, en este mismo volumen.
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