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Procesos difusivos: de moléculas a
animales

Denis Boyer, Instituto de Fisica, UNAM, México

Los devenires son geografia, son orientaciones, direcciones, entradas y salidas. Son
actos que sélo pueden estar contenidos en una vida y expresados en un estilo.

A medida que alguien deviene, aquello en lo que deviene cambia tanto como él.
Gilles Deleuze

1. Introduccion

La difusioén es tal vez el mecanismo més bésico de transporte en la materia y se en-
cuentra al origen de muchos procesos, tanto de equilibrio como fuera de equilibrio, en
termodindmica y fisica estadistica. Las caminatas aleatorias ofrecen un marco tedrico ttil
para entender la difusién a un nivel microscépico. Estas caminatas se han utilizado para
describir el movimiento browniano de una particula sujeta a colisiones con las molécu-
las de un fluido que la rodea, asi como para entender la cinética de reacciones quimicas,
las propiedades estadisticas de avalanchas en medios granulares o las conformaciones de
polimeros. En areas distintas a la Fisica, las caminatas aleatorias aparecen de manera ubi-
cua en la descripcién de problemas donde el ruido y la incertidumbre juegan un papel
fundamental, por ejemplo: cémo una proteina encuentra un sitio funcional en la célula,
cémo los animales usan el espacio y los recursos de un ecosistema, cémo los precios evo-
lucionan en mercados bursatiles o en problemas de adopcién de opiniones por agentes
sociales. A pesar de la simplicidad de su formulacién probabilistica original, los procesos
difusivos siguen siendo un tema de investigacién muy activo en la actualidad. En este
capitulo presentaremos algunas técnicas y resultados bésicos sobre la difusién, asi como
sus aplicaciones recientes en temas interdisciplinarios. Nos enfocaremos en el estudio de
los patrones de movilidad individual en animales 0 humanos y discutiremos perspecti-
vas en esa area. Muchos de nuestros problemas de interés involucran una particula pero
mencionaremos fenémenos colectivos que pueden emerger en sistemas compuestos de
muchos elementos.
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2. Difusién simple

Caminatas aleatorias y Teorema Limite Central

Iniciamos considerando una particula que puede ocupar posiciones discretas z(t) equi-
distantes a lo largo de una linea, moviéndose a cada paso en tiempo discreto (¢t — ¢ + 1)
al sitio mds cercano ubicado a su derecha o a su izquierda con igual probabilidad 1/2, ver
figura la. La probabilidad P;(n) de que el caminante esté en el sitio n (n = 0, £1,£2,...)
al instante ¢ obedece a una ecuacién recursiva de dos variables:

1 1
Pi(n) = §Pt_1(n —-1)+ §Pt_1(n +1). (1)
Esta expresion suma la probabilidad de que en el instante ¢ — 1, la particulaesté enn— 1y
dé un salto hacia adelante y la probabilidad de que esté en n + 1 y dé un salto hacia atras.
Si el caminante se encuentra en la posiciéon n = 0 al tiempo inicial ¢t = 0, después de ¢
pasos la probabilidad de que haya dado n4 pasos a la derecha y t — ng4 pasos a la izquierda
en un orden cualquiera estd dada por la férmula del binomio:

rw=( 0 ) @

En esta formula se tomo en cuenta el hecho de que cualquier secuencia dada de ¢ pasos
tiene probabilidad (1/2)! de ocurrir y que la posicién n vale 2ny — t (si los enteros n y ¢
tienen la misma paridad). Se puede comprobar que (2) es solucién de (1). A tiempos gran-
des (¢t > 1) usamos la aproximacién de Stirling y obtenemos la bien conocida distribucién
gaussiana [1]:
~ 1 —n? /4Dt

P, t(n) - \/m € ) (3)
donde D (= 1/2 en este caso) es la constante de difusién. Se puede re-obtener este re-
sultado a partir de un modelo un poco diferente, en el cual el tiempo es continuo y la
probabilidad de saltar a la derecha en el intervalo de tiempo [t,t + dt] es adt (lo mismo
sucede a la izquierda) [2]. Eligiendo la tasa o« = 1, podemos escribir una ecuacién maestra
para la evolucién de P;(n):

8Pt(n)
ot

El término —2P;(n) proviene del hecho de que el caminante deje su posicién actual con
probabilidad 2dt en [t,t + dt]. Para resolver (4) se introduce la transformada de Fourier

discreta:
o

P(k,t)= > Pi(n)e*™ (5)

n=—oo
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Figura 1: Izquierda: a) Posicion en funcién del tiempo de una caminata aleatoria discreta en una
dimensién espacial, que da pasos con igual probabilidad a la derecha o a la izquierda. En este ejem-
plo, el caminante regresa por primera vez a su punto de partida a ¢ = 90. b) Caminata aleatoria en
dos dimensiones espaciales con saltos intermitentes a lugares visitados anteriormente, ver seccién
3. Derecha: Trayectoria recorrida durante un mes por un primate (mono capuchino) obtenida con
un GPS en la isla de Barro Colorado, Panamd [cortesia de Meg Crofoot].

De (4), obtenemos
OP(k,t)
ot
Dado que P,—y(n) = d,,0 entonces P(k,t = 0) = 1y (6) se puede integrar con esta condi-
cién inicial:

= [e* + e — 2P (k,t). (6)

P(k’,t) _ 62(cosk—1)t‘ 7)

La solucién P;(n) se obtiene usando la identidad e*<** = 3> ¢#n (2) donde I,
son las funciones de Bessel modificadas. Comparando con (7):

Py(n) = I(2t) e, (8)

la cual converge a la forma asintética (3) cuando ¢t > 1, con D = 1. En un espacio continuo
se sustituye n por una posicion real x, reconociendo que el lado derecho de (4) tiene forma
de una segunda derivada espacial. Esta ecuacién se convierte una ecuacién diferencial
parcial:

OP(z,t) D82P(x,t)

ot ozx2

©)
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que es la bien conocida ecuacién de la difusién. P(z,t) es una densidad de probabilidad:
P(z,t)dx es la probabilidad de que la particula se encuentre entre « y = + dx al instante
t. Por normalizacién, [* P(z,t)dxz = 1 para todo ¢. Si la particula se encuentra al origen
r=0ent =0, entonces P(x,t = 0) = §(x) ! y la forma gaussiana (3) es solucién exacta
de (9) para ¢t > 0, sustituyendo n — z. Una consecuencia importante de este resultado es
que por paridad, la posicién media de la particula (z) = [ zP(z,t)dz es cero: no hay en
promedio transporte en ninguna direccién preferente. Sin embargo, el segundo momento
de la distribucién P(z,t), también llamado desplazamiento cuadratico medio (x?) se rela-
ciona con el ancho de la distribucién gaussiana y no es cero. En una trayectoria dada, los
numeros de pasos a la derecha y a la izquierda no son iguales en general y la diferencia
tiende a crecer con el tiempo debido a fluctuaciones estadisticas. En otras palabras, (x2)
crece con el tiempo:
o0
(#%)(t) = / 2?P(z,t)dz = 2Dt. (10)
— 00
Esta es la ley de Smoluchowski-Einstein. La cantidad | = y/(22) representa la distancia
tipica entre el caminante y su punto de origen después de ¢ pasos. Esta distancia crece
como t'/2, indefinidamente, aunque mucho mas lentamente que una particula en movi-
miento uniforme (I ~ t).

Ademas de describir la densidad de probabilidad del desplazamiento x para los mo-
delos de caminatas aleatorias descritos arriba, la distribucién gaussiana se aplica mas ge-
neralmente a la suma de variables aleatorias reales independientes (es decir, sin correla-
ciones entre sf) cuando la suma contiene un gran ntimero de términos. Esta universalidad
se explica por el Teorema Limite Central (ver por ejemplo [3]). Consideremos una suma
(posicién) z que contiene N términos (pasos),

N
T = Zum (11)
n=1

donde los u,, no necesariamente toman los valores £1 sino que estan generados aleatoria-
mente a partir de una distribucién de probabilidad p(u) arbitraria®. La relacién (1) toma
la forma general:
oo
P(z,N) = / P(2',N — 1)p(z — 2")dz’. (12)
—0oQ
Para llegar al valor z en N pasos, hay que llegar a algtin 2/ en N — 1 pasos y luego afadir
x — 2/, 1o cual ocurre con probabilidad p(x — z’)dz’. La integral (12) es una convolucién
entre P y p. Definiendo la transformada de Fourier continua,

1 =5 [ 1) e as, (13)

15(x) es la funcién delta de Dirac y d;; la funcién de Kronecker.
?La probabilidad que u tome un valor en [U, U + dU] es p(U)dU.
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obtenemos de (12) la relacién P(k, N) = P(k, N — 1)p(k). Esta relacién se resuelve facil-
mente por iteracién® y se obtiene P(k, N) = [p(k)]"¥. Notamos que p(k = 0) = [ p(u)du =
1 por normalizacién y que |p(k)| < 1si k # 0: entonces P(k, N) es exponencialmen-
te chico cuando IV > 1, excepto para k cerca de 0. Esto explica la universalidad de
las funciones gaussianas. Desarrollando en serie de Taylor con k pequefio obtenemos
e ~ 1 —iku— 1k?u® y deducimos que p(k) ~ 1 —ik(u) — $k*(u?). Para simplificar consi-
deramos (u) = 0y suponiendo (u?) = [*_u?p(u)du finito (< o0), la distribucién P(z, N)
que buscamos se obtiene por transformada inversa de Fourier de la funcién [p(k)]:

00 1 N
P(x,N) ~ / |:1—2]VN,1€2<U2>:| ek dk;

o9 N (w2 )
/ 6_7<2 >k2+zka:dk

—00

12

IZ
_ 1wy (14)
27rN<u2>

En resumen, la suma de NN variables aleatorias de varianza finita tiende a una distribucion
gaussiana, sin importar la forma analitica de la distribucién p(u) de estas variables. Los
resultados anteriores se generalizan facilmente en espacios d-dimensionales, en donde se
sustituye x por el vector posicion r y se obtiene:

1 e
(@rxDpyaz ¢ 7

P(r,t) = (r?) = 2dDt. (15)

La figura 1b muestra un ejemplo de caminata en dos dimensiones.

Propiedades de primer paso

Consideramos un caminante con posicién r en una red discreta infinita dentro de un
espacio de dimensién d (r es por lo tanto un vector con d componentes enteros relativos).
La funcién P(r,t) describe la probabilidad de estar en r al instante ¢. Sin embargo, pode-
mos plantear otra clase de preguntas. Sir = 0at = 0, ;Cudl es la probabilidad de que el
caminante llegue por primera vez a un sitio ro dado al instante ¢? ;Cudl es la probabilidad
de que el caminante vuelva a su punto de origen? ;Cudntos sitios distintos son visitados
en promedio en ¢ pasos?

Las propiedades de primer paso son importantes en problemas de btisqueda aleato-
rias, en donde el caminante puede estar representando un animal o una molécula y rp un
sitio de alimento o un sitio de reaccién [4]. Las respuestas a las preguntas anteriores no
son triviales y dependen de la dimensién espacial d. En un espacio no acotado, si d < 2,
las caminatas aleatorias son recurrentes, es decir visitan muchas veces los mismos sitios,

*Con N = 0, la suma z vale 0 con probabilidad 1: P(z,0) = §(x) o P(k,0) = 1.
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mientras que si d > 3 las caminatas son transientes: los sitios visitados son pocas veces
revisitados y existe una probabilidad > 0 de nunca regresar a un sitio que ya ha sido visi-
tado. Heuristicamente, a partir de la ley de la difusién (10), la trayectoria de un caminante
hasta un tiempo ¢ se encuentra en un dominio de radio I(t) ~ t'/2. Hay ¢ visitas en t pasos
(no necesariamente a sitios distintos) por lo tanto el niimero de visitas a un sitio dado den-
tro del dominio es n,(t) ~ t/I(t)? ~ t'=%2.Si d < 2, n,(t) crece con t y casi seguramente
todos los sitios del dominio son visitados muchas veces; si d > 2, n,(t) — 0: muchos sitios
en el dominio nunca seran visitados.

Estas propiedades de recurrencia se pueden derivar de manera rigurosa. Consideran-
do un caminante que sigue el proceso de difusién en tiempo continuo descrito en (4),
definimos la probabilidad P (r,t)dt de alcanzar por primera vez una posicién ry dada
entre ¢t y t 4 dt. La variable ¢ suele llamarse en este contexto un tiempo de primer paso (en
ro). En un espacio homogéneo:

I'(), / P1 I'0, 0 t—1 ) dt’ + 51-0 0 e 2t (16)

Para estar en ry al tiempo ¢, es necesario llegar ahi por primera vez en algan tiempo ¢’ < ¢
y haber regresado a ese origen en un tiempo ¢ — t'. El segundo término representa el
caso rp = 0: la probabilidad de haberse quedado en el origen hasta ¢ es [exp(—t)]?¢, dado
que el caminante puede saltar con tasa unidad a uno de 2d sitios méas cercanos en la red.
Como conocemos P, podemos obtener P; de (16). Con este fin, es conveniente usar la
transformada de Laplace definida para cualquier funcién f(¢) como:

- [Crwea, 17)
0
donde s es la variable conjugada al tiempo. La convolucién temporal en (16) se traduce

como:
P(ro, 5) = 0rg0/ (s + 2d)
P(0,s)
Elegimos ahora rp = 0 y queremos determinar P;(0,t) — P;(t), la distribucién de los
tiempos de primer retorno al origen (ver un ejemplo de primer retorno en la figura 1a).

La cantidad R = Pi(s = 0) fo P (t)dt representa entonces la probabilidad de que el
caminante regrese en algin momento a su punto de partida. Usando (18) y (15) se obtiene:

Pl(ro,s) = (18)

1
R=1-————"—. 19
P(0,s =0) (19)
P(0,s =0) = [;~ P(0,t)dt es la densidad de presencia en el origen integrada sobre todos

los tiempos. De (15), P(O, t) o t~%2 a t grande. Para d < 2 esa funcién decae mas len-
tamente que 1/t, por lo tanto P(0,s = 0) = oo. Usando (19), concluimos que R = 1: las
caminatas siempre vuelven a pasar por su punto de origen. En dimensiones mayores que
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2, P(0,s = 0) < ooy su valor preciso para redes hiper-ctibicas puede ser calculado a partir
de (8). En d = 3, la caminata regresa al origen solamente con probabilidad R = 0.3405...

También podemos derivar el comportamiento de la distribucién P (t) de los tiempos
del primer retorno al origen, a tiempos grandes. Esto se obtiene analizando la ecuacién
(18) para s pequefio. En d = 1, P(0,t) ~ (4t)~'/? implicando que P(0, s) ~ 4s~'/? cuando
s — 0. Deducimos de (18) que P;(0, s) ~ 1 — /s, que es la transformada de Laplace de la
funcién:

~ L s _

Pi(t) ~ v (d=1). (20)
Esta distribucién es una ley de potencia decreciente: es mds probable que el caminante
regrese al origen (o a cualquier punto previamente visitado) en un plazo corto que des-
pués de mucho tiempo. Sin embargo, el decaimiento de P (¢) con t es lento, por ejemplo,
cuando se compara con una exponencial, incluso algunas excursiones son muy largas,
tan largas que el tiempo medio de primer retorno al origen diverge: (t) = [ tPy(t)dt o
I t71/2dt = 0o. Los caminantes siempre regresan pero en promedio se tardan un tiempo
infinito para hacerlo... En d = 2, para s pequefio P(0, s) ~ [ (4mt)"te™5'dt ~ —1/(47) Ins.
Usando (18), obtenemos P;(s) = 1 + 7ln s, que es la transformada de Laplace de

Pl(t) ~

iy (21 =2 21)

Esta distribucién decae atin més lentamente con ¢ que en el caso 1d y su tiempo medio de
primer retorno (t) es infinito también.

Ntimero de sitios distintos visitados y procesos de aniquilacién

También es de particular interés el nimero S(t) de sitios distintos visitados en prome-
dio durante un intervalo de tiempo ¢ [5]. Esta cantidad representa el territorio cubierto o
“conocido”por el caminante. Dado que el caminante puede visitar varias veces un mismo
sitio, S(t) no puede ser mayor a O(t). La probabilidad de que r haya sido visitado durante
[0,1] es f(f Py(r,t')dt', entonces

St =1+ /O t Py (r,t)dt’. (22)

Usando (18), obtenemos para la transformada de Laplace de S(t): S(s) ~ 1/[s*P(0, s)]
cuando s — 0. Del comportamiento de P(0, s) para s pequefio (ver arriba) deducimos
que:
12, d=1
S(t)~< t/Int, d=2. (23)
t d>2
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De acuerdo con el argumento heuristico anterior, la dimensién 2 marca una transiciéon
recurrencia/no-recurrencia arriba de la cual las propiedades de S(¢) no cambian funda-
mentalmente. Por esta razon, la dimensién d. = 2 se denomina dimensién critica para el
nuimero de sitios visitados. Como suele pasar en otros fenémenos criticos, aqui también
aparecen correcciones logaritmicas en d., ver la ecuacién (23). Un sitio visitado durante
[0, t] se visita en promedio t/S(t) veces. En d = 2 este ntimero crece de manera logaritmica
pero es una propiedad dificil de predecir heuristicamente.

Los resultados mostrados tienen aplicaciones a problemas de cinética de reacciones
quimicas, entre otros [2]. Consideremos un conjunto de particulas que se difunden libre-
mente en un medio. Supongamos que cuando 2 particulas se encuentran en un mismo
sitio se aniquilan, es decir, desaparecen: A + A — (). Dado un ntiimero inicial de particulas
No > 1 en un volumen L? (densidad py = Ny/L?), en promedio ;cuél es el niimero de
particulas N(t) sobrevivientes al instante ¢?

En este problema con muchos cuerpos interactuando entre si, un argumento de tipo
cualitativo puede ser muy ttil. Consideremos al tiempo ¢ una particula sobreviviente y
mantengamos las otras N (t) — 1 ~ N(¢) fijas en sus posiciones. Al tiempo t + 7, el nimero
medio n. de particulas encontradas por la particula focal es proporcional al nimero de
sitios distintos que visité durante el tiempo 7 y a la densidad media en [t,t + 7]: S(7)p =
S(r)rt tt+T dt'N(t')/L%. Suponiendo que N (t) decae como una ley de potencia, N (t) ~
t=%, entonces n, < S(7)[(t +7)~*"! —¢t=**1] /7. Cuando n, es de orden 1, la probabilidad
de que la particula considerada desaparezca es bastante alta, independientemente de ¢.
Eso es posible si 7 = const x t y S(t) x t~* = const. Concluimos que:

N(t) x 1/8(t). (24)

Dado (23), N(t) decae asintéticamente como 1/t sid > 2,comoInt/tend = 2y como 1//t
en d = 1. Es interesante observar que estos resultados se comprueban en simulaciones
numeéricas.

Podemos comparar estos resultados con lo que predice una ecuacién cinética de tipo
campo medio que ignora las fluctuaciones espaciales de densidad. Tradicionalmente, la
evolucién de las densidades medias en reacciones quimicas se describe con ecuaciones
diferenciales ordinarias. Para el proceso de aniquilacion considerado aqui:

dp 2

pri —2Kp~, (25)
que tiene como solucién p(t) ~ 1/t. Este comportamiento es correcto solamente en d > 2,
ya que en dimensiones bajas, la recurrencia de las caminatas aleatorias modifica de mane-
ra importante el resultado de campo medio. Estos argumentos también se pueden aplicar
a otros tipos de reacciones. Para procesos de aniquilacién entre dos especies distintas,
A+ B — ), se obtiene d. = 4: los efectos de la difusiéon son atn mds fuertes y siguen
presentes en el caso d = 3 de mayor relevancia fisica [2].
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3. Movilidad de organismos complejos: perspectivas presentes
y futuras

Mas de un siglo después de los experimentos clasicos de Jean Perrin, quien rastreaba
con precisién el movimiento browniano de particulas microscépicas de latex, los avances
tecnolégicos de hoy en dia permiten realizar experimentos similares y por largos periodos
de tiempos (tipicamente meses) sobre tiburones, babuinos, tortugas, albatros, roedores,
etcétera; sin olvidar a los humanos. Desde hace apenas algunos afios, el interés por el
estudio de la movilidad de los organismos vivos ha conocido un crecimiento exponencial.
Es sorprendente constatar que se sabe més sobre la difusién de proteinas en una célula que
sobre las propiedades estadisticas de los desplazamientos de un humano en una ciudad
0 de un animal en un ecosistema silvestre. Sin embargo, la movilidad individual es de
gran importancia en problemas de dindmica poblacional, de transito o de propagacién de
enfermedades. Dado su caracter interdisciplinario, cada vez es mads frecuente que fisicos
colaboren con biélogos, ec6logos o antropdlogos en estos temas.

Mis alla de la difusién simple

Desde un punto de vista tedrico, el movimiento de organismos complejos en ambien-
tes no menos complejos plantea varios retos matemdticos y computacionales. Los modelos
de caminatas aleatorias antes mencionados son relativamente faciles de resolver porque
se trata de procesos markovianos o sin memoria: la evolucién de t a t + 1 depende del
estado del sistema a ¢. Sin embargo, muchos procesos en la naturaleza no son markovia-
nos. Por ejemplo, los mamiferos y vertebrados en general tienen memoria y la capacidad
de crear mapas mentales, es decir representaciones espacio-temporales de mayor alcance
que la vecindad de la posicion r y del tiempo ¢ actuales. Aunque las caminatas aleatorias
han sido muy ttiles para describir el movimiento animal en escalas temporales cortas [6],
el uso de las capacidades cognitivas deberia tener repercusiones importantes en varias
propiedades dindmicas asintéticas y en lo que los ecélogos llaman “el uso del espacio”.
Desafortunadamente estas repercusiones han sido poco exploradas.

Una limitacién de las caminatas aleatorias en la naturaleza se manifiesta, por ejemplo,
en el poco entendido fendmeno del dmbito hogarefio. Los animales no se difunden libre-
mente y su desplazamiento cuadratico medio no crece indefinidamente segtin una ley
de Smoluchowski-Einstein (10). Mas bien, los individuos en general se quedan confina-
dos en ciertas areas relativamente pequefias (“territorios”), a menudo sin fronteras fisicas
visibles. La probabilidad de ver al animal fuera de esa drea es practicamente nula (ver
figura 1-derecha). De manera similar, muchos humanos deben ir al trabajo y regresar a
casa tarde o temprano, lo cual limita los lugares que puede visitar un individuo. En otras
palabras, somos muy recurrentes, aunque no totalmente predecibles. Datos obtenidos de
animales equipados de collares con GPS [7] o de humanos usuarios de teléfonos celula-
res [8] muestran que el desplazamiento cuadratico medio de un individuo (r?)(¢) tiende
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asint6ticamente a un valor constante o crece muy lentamente, tipicamente con una ley
logaritmica de t.

Visitas preferenciales

En [9], se discute cualitativamente en contextos ecolégicos un modelo donde un &mbi-
to hogarefio emerge a partir de reglas estocésticas simples. Sea un pardmetro0 < p < 1. A
cada paso de tiempo ¢ — ¢ + 1, un caminante con posicién discreta elige con probabilidad
1 — p moverse a uno de los sitios vecinos més cercanos (cada uno con igual probabilidad),
o con probabilidad complementaria p, elige un tiempo al azar ¢’ de manera uniforme en
[0,1] y salta directamente al sitio donde estaba al instante . Por lo tanto, el movimiento
combina una exploracién local aleatoria estandar y pasos que pueden ser muchos més
largos (pero menos frecuentes si p < 1). Dicha combinacién se observa empiricamente
en muchas especies y a veces se le denomina movimiento intermitente [10]. El presente
modelo supone que estos pasos hacia lugares mas lejanos se deben al uso intermitente de
la memoria (la cual es ilimitada porque todas las posiciones pasadas se recuerdan). Un
ejemplo de una trayectoria generada por estas reglas se muestra en la figura 1b. En una
dimensién espacial, la ecuacién de recurrencia generaliza la ecuacion (1):

1— 1-—
Pi(n) = 2th_1(n—1)—|- 5 PP (n+1)+ Zpt, (26)

El daltimo término de memoria indica que el sitio n puede ser visitado desde cualquier
lugar si ha sido visitado antes. La regla de memoria tiene una interpretacién simple: la
probabilidad de que el caminante elija un sitio particular es proporcional al niimero de
veces que este sitio fue visitado antes. Un sitio familiar tiene mayor posibilidades (tiem-
pos t') de ser elegido para visitas futuras que un sitio visitado pocas veces. Es similar al
principio “el rico se vuelve mads rico” o de “vinculacién preferencial ’'muy popular actual-
mente en la ciencia de las redes complejas. La transformada de Fourier-Laplace discreta*

de P;(n), definida como
> > 2N P(n), (27)

n=—oo t=0

se puede obtener analiticamente a partir de (26):
P(z,0) = (1= 07 [L = u(1 = A~ (28)
dondeu = (z+ 271 /2,a=p/[l —u(l —p)]yb=1+u(l — p) — a. Esta relacion es dificil

de invertir pero el desplazamiento cuadrético medio (z?)(t) = Y-°°_n?P;(n) se puede
obtener sin conocer P;(n). Notamos que la transformada de Laplace (z?)()\) obedece a la

s

“En las notaciones anteriores, z = e’* y A = e~
y
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relacién general (z2)()\) = %(Z%P(Z, A))|z=1. El andlisis del limite A — 1 (equivalente al

s — 0 de la seccién anterior) permite determinar el comportamiento asintético ¢ — oo:

@) =~ - gl = @0 = L o) (9)
p(1 =) p

con vy = 0.57721... Concluimos que la difusién es logaritmicamente lenta en este modelo.

La memoria convierte al caminante en muy recurrente, a tal punto de modificar drasti-

camente, para todo p > 0, la ley estdndar (10) lineal en ¢. Un modelo similar basado en

visitas preferenciales pudo reproducir patrones de movilidad humana observados recien-

temente [8].

Una consecuencia importante del principio “el rico se vuelve mas rico” es la de ge-
nerar mucha heterogeneidad entre sitios o entre nodos en caso de redes: hay muchos
“pobres”(sitios poco populares/poco visitados) y pocos “ricos”(sitios muy populares/-
de uso muy rutinario). Un sitio “rico” suele ser mucho mads visitado que un sitio tipico
elegido al azar. Frecuentemente, esta disparidad creada por la asociacion preferencial se
manifiesta por la emergencia de distribuciones en leyes de potencias o libres de escala’. Sea
un sitio elegido al azar dentro de los sitios visitados minimo una vez por un caminante
durante un cierto intervalo de tiempo. En los modelos preferenciales discutidos arriba, la
probabilidad P(k) de que este sitio haya sido visitado exactamente k veces sigue una ley
de potencia:

P(k) < k77, (30)

con v > 1 un exponente que puede depender de los pardmetros del modelo considerado.
Es bastante probable que el sitio haya sido visitado solamente 1 vez, pero como la funcién
2~ 7 decae lentamente con x, no es imposible que algunos sitios hayan recibido 10, 100 o
mas visitas. En el mundo real, dicho uso muy heterogéneo del espacio se observa efectiva-
mente tanto en humanos como en otros animales. Subdividiendo el espacio continuo (por
ejemplo una ciudad) en celdas y contando el niimero de visitas a cada celda por un mis-
mo individuo durante un periodo dado (6 meses, tipicamente), la probabilidad P(k) de
popularidad definida arriba se aproxima bien por (30) con v =~ 1.8 en humanos en EU [8]
y 7 =~ 1.2 en monos capuchinos en una selva de Panama [7]. Unos pocos sitios reciben una
enorme cantidad de visitas (la casa y el lugar de trabajo para los humanos). En la figura
1-derecha, se aprecia cémo un mono capuchino también usa el espacio de manera muy
heterogénea. A pesar de la elegancia y éxito del principio de visitas preferenciales para
reproducir datos empiricos, no queda muy claro que dicho principio estocéstico gobierne
exclusivamente el movimiento de organismos complejos.

Caminatas reforzadas

Otra clase de procesos en donde los sitios visitados en el pasado tienden a ser revi-
sitados preferentemente son las caminatas reforzadas. A diferencia del modelo anterior,

>Vimos un ejemplo de dicha distribucién en la seccién 2.
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los pasos siempre se dan hacia los vecinos mas cercanos, por lo tanto no hay pasos lar-
gos. Esta propiedad complica el andlisis porque la ecuacién maestra se convierte en no
lineal. Lo interesante es que por efectos de no linealidad se pueden presentar fenémenos
nuevos como transiciones de fase entre regimenes dindmicos muy diferentes cuando algtin
parametro rebasa un valor critico.

Un modelo propuesto recientemente [11] muestra una transicién de fase entre un régi-
men en donde el caminante se localiza estrictamente y un régimen en donde el caminante
se difunde sin limites. A cada paso de tiempo con probabilidad 1 —p el caminante ubicado
en el sitio n salta a un sitio vecino més cercano m = n £ 1 elegido al azar con probabilidad
Wn—m = 1/2 (en una dimensién). Con probabilidad p el caminante salta a m con proba-
bilidad wy—sm o [vy,(t) + 1]* donde vy, (t) es el nimero de visitas recibidas por el sitio m
en el intervalo [0,¢] y o una constante. Si o > 0, cuanto més visitas haya recibido un sitio,
se vuelve mds atractivo cuando el caminante pasa cerca®; p representa la frecuencia con
la cual se toman decisiones basadas en este mecanismo. La ecuacién maestra en su forma
mas general

Prii(n) = Z Wm—sn Py (m), (31)
m vecino de n
es ahora no lineal dado que w,,—,, depende del nimero de visitas pasadas y por lo tanto
de P. Tomando el limite continuo y usando la relacién v,(t) = fg P(z,t")dt', se obtiene la
siguiente ecuacién de difusion para la densidad de probabilidad de presencia P(z, t):

OP(z,t)  10%*P(x,t) d %) ! Nt
5 "3 gz Phs P(x,t)%ln 1+/0 P(x,thdt'| ¢ . (32)

La densidad de probabilidad de una particula que se difunde libremente en un medio
infinito se diluye cuando t — oo, es decir P(z,t) — 0 para todo z, como en (15). A pesar
de la complejidad de (32), se pueden buscar condiciones para la existencia de soluciones
estacionarias espacialmente localizadas en el limite ¢ — oo, es decir un patrén territo-
rial permanente. Sustituyendo en el lado derecho de (32) P(x,t) por una funcién de z,
P(x) # 0, pero manteniendo en primera aproximacién la dependencia temporal del lado
izquierdo, se obtiene:

OP _ ~ O*P

ot~ ox*
Si D > 0, las soluciones de (33) son difusivas, ver (32), y se contradice la suposicién
P(z,t = o0) = P(zx) # 0. Sin embargo, si D < 0, se observa un fenémeno inverso a
la difusion’: tipicamente la particula se va concentrando en algtin punto z( a un cierto
tiempo, y para tiempos mayores P(z) = d(z — xp). Por lo tanto, fijando «, existe una
frecuencia critica de uso de la memoria p. = 1/(2«) tal que si p > p. el caminante se con-
vierte en sedentario en tiempos suficientemente grandes mientras se difunde si p < p..

~ 1
conD = 5~ op. (33)

®Si a < 0, un caso no discutido aqui, los sitios nunca visitados antes son los més atractivos.
7Equiva1ente a mantener D > 0 e invertir el tiempo, t — —t.
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Esta transicion es posible si p. < 1, es decir si a > 1/2. Estos resultados se confirman por
simulaciones numéricas en dos dimensiones. Algo nuevo mostrado por las simulaciones
es que el caminante parece restringir sus visitas a unos cuantos sitios y no a uno sélo [11].
En resumen, en este modelo una regién limitada de presencia se auto-organiza dindmica-
mente debido a la interaccién del caminante con su propia trayectoria, por arriba de un
umbral critico de memoria.

Exclusién y efectos de muchos cuerpos

Existen otros mecanismos relevantes para los organismos vivos que pueden causar
difusion restringida. Con el propdsito de tener un acceso exclusivo a ciertos recursos,
muchos animales marcan los sitios que visitan con olores para excluir a otros individuos
de la misma especie. Esta interaccion repulsiva entre animales tiene conexiones con una
clase de procesos muy estudiados en fisica estadistica fuera de equilibrio: los procesos
de exclusién. El modelo més sencillo de este tipo consiste en una linea uni-dimensional
discreta donde IV caminantes aleatorios se difunden sin poder ocupar un mismo sitio (ver
tigura 2, arriba). Cuando un caminante se encuentra en un sitio vecino de otro caminante,
el inico cambio permitido de ¢ a ¢ 4 1 es retroceder en la direcciéon opuesta (o quedarse
inmovil si estd bloqueado entre dos caminantes). En este sistema de muchas particulas
en interaccién® los efectos de exclusién frenan de manera dréstica la difusién individual.
Contrariamente al caso una particula libre, el desplazamiento cuadratico medio no crece
linealmente con el tiempo como en (10) sino mucho mds lentamente. La ley asintética
exacta fue derivada por Arratia [12]:

(fa(t) — 2O = =2 2 1o (34)

p T

donde z(t) es la posicién de algiin caminante y p la densidad de caminantes (N di-
vidido por el nimero de sitios). Este es un resultado notable porque indica que, de-
bido a efectos colectivos, la distancia tipica entre un caminante y su punto de origen,
1(t) = /{[z(t) — z(0)]?), crece como t'/* en lugar de t'/? en la difusién normal. Este re-
sultado se puede entender de manera cualitativa en altas densidades (p ~ 1), donde los
caminantes son a menudo inméviles. En este limite, las vacancias (sitios desocupados, en
densidad 1 — p) recorren caminatas aleatorias normales e independientes; dos vacancias
se cruzan sin interactuar. Cada vez que una vacancia alcanza desde la izquierda a un ca-
minante (inicialmente ubicado en el origen), éste puede dar un paso hacia la izquierda.
En un tiempo t, las vacancias recorren tipicamente una longitud [, ~ /2, Entonces, son
N, ~ 2(1 — p)l, vacancias que pueden alcanzar al caminante focal desde la izquierda o
derecha en [0, t]. El desplazamiento z(¢) — x(0) del caminante se puede ver como una ca-
minata aleatoria de N, pasos independientes, z(t) — z(0) ~ vaz”l €;, con ¢; = +1. De (14),
deducimos ([z(t) — 2(0)]?) ~ N,{(e?) ~ (1 — p)t}/2, en acuerdo cualitativo con (34).

80 procesos de Markov interactuando en Z.
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Figura 2: Arriba: Proceso de exclusion simétrica entre N caminantes en 1d. Cada caminante puede
saltar hacia uno de sus dos sitios mds cercanos con igual probabilidad, siempre y cuando el sitio
este desocupado. Abajo: Patrén territorial numérico formado por 49 caminantes con tendencia a
excluirse (ver texto). Cada mancha de color ilustra el d4rea ocupada por un caminante.

Sin embargo, se trata de un crecimiento algebraico con ¢, que sigue siendo mucho
mads rapido que una ley logaritmica como en (29). Se pueden considerar reglas de exclu-
sién mds severas y también mads realistas. En una extensién de este modelo [13], cada
caminante deposita en los sitios discretos que visita un olor que tarda un tiempo 745 en
desaparecer. Si un caminante llega a un sitio marcado, donde el olor de otro estd todavia
activo, éste retrocede. Entonces, las zonas de exclusiéon pueden ser grandes y no solamen-
te limitadas a la posicién actual de los animales. Si el pardmetro 745 es > 1, se forma un
patrén espacial de olores activos (es decir, &mbitos hogarefios) similares a los mostrados
en la figura 2 (abajo) en un espacio bidimensional. En el caso mas simple unidimensional,
se muestra que, aunque este mecanismo no elimina por completo la difusién en tiempos
muy largos, disminuye fuertemente su amplitud. Se muestra en [13] que las fronteras que
separan ambitos horagefios vecinos se difunden con la ley (34) modificada con un prefac-
tor exponencialmente pequefio:

([es(t) — 25 (0)]) o e 27" Tas v/, (35)

en donde z; denota la posicién de una frontera. Los dominios se vuelven casi estacio-
narios si Typ es muy grande. Un efecto cualitativamente similar se observa en 2d. Este
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modelo con valores realistas de T4 ha sido aplicado a la descripcién de la distribucién
de zorros en el drea urbana de Bristol, Reino Unido.

Biologia y modelos basados en agentes

Los modelos expuestos desde el inicio de este capitulo generan trayectorias individua-
les (posicién, tiempo) a partir de reglas dindmicas. Una ventaja de este enfoque es que las
trayectorias se pueden simular y analizar de la misma manera que los datos reales, lo cual
permite a posteriori evaluar la relevancia de las reglas propuestas. Este es el principio de
los modelos basados en agentes. Debido a que el uso de las computadoras se estd genera-
lizando, en un futuro cercano la complejidad de la reglas a modelar se podra incrementar
préacticamente ad libitum, dependiendo del grado de realismo que se desee alcanzar en el
estudio de un sistema especifico o de los mecanismos de movimiento de interés. Aunque
una solucién matematica esté fuera de alcance, un modelo computacional puede ser va-
lioso para identificar mecanismos biolégicos en un patrén observado y/o para predecir
algtn fenémeno nuevo.

Una pregunta que no se plante6 en las secciones anteriores es ; por qué los organis-
mos vivos hacen lo que hacen? Segtn la teorfa de la evolucion, si un animal tiene cierto
comportamiento al recorrer su ambiente, es que este comportamiento ha evolucionado
(por ejemplo con el desarrollo de ciertas capacidades cognitivas) para mejorar la adecua-
cién del animal con su medio y su facultad para sobrevivir. Una limitacién de los modelos
presentados en las secciones anteriores es que en gran parte ignoran la existencia de un
medio ambiente con el cual el animal interactta. Tomemos el ejemplo de las biisquedas alea-
torias [10, 14, 15]: consideremos un ambiente con puntos de alimentos distribuidos al azar
y un animal que desconoce la ubicacién de estos puntos. Supongamos que la alimenta-
cién es un factor limitante y que el animal adopta una estrategia que le permite encontrar
mads lugares de alimentos por unidad de tiempo comparado con lo que haria con otra es-
trategia (por ejemplo una caminata aleatoria simple), esta estrategia tendrd una ventaja
evolutiva. Muchas teorias bioldgicas recientes (por ejemplo [16]) deberian ser comproba-
das o invalidadas con datos de campo y modelos basados en agentes, hacerlo significa un
gran reto. A continuacién mencionaremos esfuerzos recientes en esta direccion.

(Agruparse o andar solo?

Los mejillones, como muchos otros animales, se enfrentan a un dilema: si se agrupan
densamente sobre rocas en el mar pueden resistir mas facilmente a factores externos ad-
versos, como corrientes y depredadores, a los cuales un individuo aislado es mds vulnera-
ble. Sin embargo, en grupos deben competir por recursos limitados (alimentos), mientras
que un mejillén sin vecinos cercanos tiene més recursos para €l solo. La figura 3 ilustra
un modelo basado en agentes propuesto recientemente en donde cada mejillén simple-
mente combina periodos de movimiento aleatorio con periodos de inmovilidad [17]. Se
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Figura 3: Cada agente de esta poblacion, por ejemplo el sefialado en rojo, decide en cada intervalo
de tiempo dar un paso aleatorio o quedarse inmévil. Se supone que la probabilidad de quedarse
inmévil crece cuando hay mds vecinos a corta distancia (dentro del circulo pequefio) porque la
agregacion disminuye los riesgos de mortalidad. Pero si hay demasiados agentes a distancias ma-
yores (dentro del circulo grande), aumenta la probabilidad de que el agente decida moverse para
no competir por alimentos. Por estas dos reglas antagonistas, el sistema se auto-organiza rapida-
mente en bandas, parecidas a las observadas en colonias de mejillones en el mar. La velocidad
a la cual se forma este patrén es maxima si los caminantes se mueven combinando pasos cortos
con pasos largos menos frecuentes (caminatas de Lévy, como lo muestra la linea roja). Ademads, la
adecuacion media de los individuos es también méxima para este tipo de movimiento [17].

encontrd que cierto tipo de caminatas aleatorias (llamadas de Lévy [14]), permiten maxi-
mizar la adecuacién media (o probabilidad de sobrevivencia) de los mejillones. Ademas,
esta estrategia 6ptima individual hace emerger por efectos de retroalimentacién patrones
colectivos de agrupacion espacialmente no-uniformes. Estos patrones estan caracterizados
por la alternancia periédica de zonas pobladas y poco pobladas en forma de rayas. Fi-
nalmente, si se permiten mutaciones aleatorias en el comportamiento, cualquier estado
sub-6ptimo forzosamente evoluciona en el tiempo hacia el estado 6ptimo, siendo por lo
tanto un punto atractor estable [17].

La importancia de este modelo es que ha sido capaz de explicar con un mismo me-
canismo motivado biolégicamente, la funcién de dos observaciones empfricas a priori sin
conexion: los movimientos de Lévy de mejillones individuales, que han sido analizados
cuidadosamente en el laboratorio, y sus patrones de agrupacién en el mar en forma de
rayas. Ademads, el modelo hizo la prediccién de que esta especie tenia que haber evolucio-
nado hacia un estado 6ptimo, detalle que no es nada trivial y raramente es considerado
en estudios del movimiento animal.
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Figura 4: Izquierda: Un agente (mono) conoce ciertos drboles (marcados con una “C”) por haber-
los visitado en el pasado. Puede decidir usar este mapa mental para revisitar un arbol conocido
que esté fructificando (color verde), o bien dar un paso al azar, sin certeza de encontrar recursos
pero con la posibilidad de incrementar su conocimiento del bosque. Si los drboles fructifican por
poco tiempo y de manera estocastica, los recursos son efimeros y el medio es poco predecible. En
tal caso, si el agente usa solamente su memoria, puede ser que muchos de los drboles que conoce
ya no estén fructificando (de color café) y que ignore por falta de exploracién arboles que ya estan
siendo productivos. Derecha: Existe un balance 6ptimo entre el uso del azar y de la memoria que
permite maximizar la cantidad de alimentos ingeridos por unidad de tiempo. (Adaptado de [18]).

;Usar su memoria o explorar al azar?

Ahora consideremos a un animal que se mueve solo en un ambiente con fuentes de
alimentos (arboles con fruta), ver la figura 4. Supongamos, como se observa en muchas
selvas, que los 4rboles no son todos del mismo tamarfio: la mayoria son pequefios/poco
productivos, pero existen unos cuantos drboles muy grandes/productivos, es decir la dis-
tribucién espacial de los recursos es heterogénea. Ademads, aunque siempre hay frutos en
el ambiente, un arbol no tiene frutos todo el afio sino durante un periodo relativamente
corto, que varia entre drboles. Cuando fructifica un arbol, produce cierta cantidad de fruta
cada dia. Después de un tiempo, los frutos no consumidos se caen y se pudren. Supon-
gamos finalmente que el caminante tiene la capacidad de construirse mapas mentales: al
moverse, recuerda las posiciones, tamafios y estados de fructificacién de los arboles que
visita. ;Cudl es la mejor estrategia a seguir para maximizar la cantidad de frutos ingeridos
por unidad de distancia recorrida?

Este es un problema muy complejo de optimizacién combinatoria (atin mas dificil que
el Problema del Agente Viajero). Para simplificar, podemos tratar de optimizar las siguien-
tes reglas: a cada paso el caminante se pregunta: ;Me muevo hacia una direccién al azar
o voy hacia un drbol que conozco y que tiene frutos? Si siempre camina al azar, el animal
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no saca provecho de su memoria: en lugar de dirigirse directamente a un buen arbol ya
visitado, lo revisitaria solamente si lo encuentra otra vez por azar. Un resultado poco in-
tuitivo es que tampoco un uso excesivo de la memoria es eficiente, porque en este caso
el caminante se limita a una misma zona reducida, ignorando otras regiones con recursos
disponibles [18]. Como se muestra en la figura 4 (derecha), la estrategia 6ptima combina
tanto el azar como el uso de la memoria.” Una dosis de exploracion al azar es valiosa so-
bretodo cuando los recursos son efimeros, es decir cuando el caminante necesita actualizar
constantemente sus conocimientos. También se demuestra que la memoria es de mayor
utilidad en ambientes mds heterogéneos espacialmente, lo cual sugiere que ecosistemas
complejos pudieron haber propiciado el desarrollo de la memoria en los animales [18].

Debido al uso de mapas mentales, este modelo genera caminatas poco aleatorias y con
un alto grado de determinismo. Ademads de formar un d&mbito hogarefio, las trayectorias
son bastante predecibles o de baja entropia: el caminante visita frecuentemente secuencias
de lugares en el mismo orden. Esta propiedad también caracteriza los trayectos humanos
[19].

El tipo de estrategia descrita arriba, que consiste en combinar explotacién de informa-
cién disponible con exploracion para adquirir informacién nueva, tiene aplicaciones para
organismos muy sencillos en otros contextos. Consideremos una bacteria mévil buscando
una fuente de alimento fija en un punto. Supongamos que esta fuente emite moléculas
(“olores”) que se difunden en el medio y que representan indices que proporcionan in-
formacién sobre la ubicacién de la fuente cuando la bacteria encuentra estas moléculas.
Si la fuente emite muy pocas moléculas por unidad de tiempo, la informacién disponible
para la bacteria es muy escasa y desconectada espacialmente. En este caso, la bacteria no
puede seguir los gradientes de concentracién!® porque éstos son muy pequefios y frag-
mentados. Una estrategia adecuada para este caso llamada infotaxis, ha sido planteada
recientemente [20]. A medida que encuentra moléculas, el caminante se va construyendo
con el tiempo una idea sobre dénde puede estar la fuente de alimento. Esta informacion,
a un tiempo ¢, esta contenida en una densidad de probabilidad esperada P(x,t) de que
la fuente esté en la posiciéon x. A esta distribucién se le puede asociar una entropia de
Shannon, S = — [ dxP(x,t)In P(x,t). Cuando mas localizada es P(x,t), menos incerti-
dumbre hay sobre la ubicacién de la fuente y mads baja es la entropia S. Cada vez que
se mueve de un paso (exploracién) y encuentre o no una molécula, el caminante usa un
modelo de inferencia estadistica para actualizar la densidad de probabilidad esperada (y
por lo tanto S). La infotaxis consiste en moverse en la direccién hacia donde se maximiza
la disminucién de la entropia S, es decir, se maximiza la ganancia en informacién a partir
de la informacién previa disponible (explotacion). Esta estrategia permite al organismo
tener tiempos de bisqueda bastante cortos, atin en ambientes escasos.

?Cualquiera puede haber experimentado este dilema a la hora de salir a comer y tener que elegir un
restaurante.
!0Tal estrategia es adecuada cuando las concentraciones son altas y se le conoce como quimiotaxis.
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4. Conclusiones

En afios recientes, el estudio del movimiento de organismos vivos ha permitido am-
pliar el marco de los procesos difusivos, mediante el planteamiento de nuevas pregun-
tas tedricas y la introduccién de nuevos modelos con propiedades fisicas y matematicas
inéditas. Paralelamente, se estan acumulando enormes cantidades de datos de movilidad,
que hace unos afios eran imposibles adquirir. No cabe duda que las tecnologias de rastreo
empleadas en estudios de campo van a progresar atin mds. Sin embargo, atin con estos
datos, el proceso de validacién de las teorias cldsicas y modelos conocidos se esta apenas
iniciando. Solamente el anélisis conjunto de modelos y datos permitird determinar cuéles
son los procesos generadores de movimiento y entender su origen. Los datos empiricos
motivardn nuevos enfoques tedricos y estos tltimos permitirdn extraer méas informacién
cuantitativa de los datos. Una pregunta abierta importante, es si existen principios univer-
sales que gobiernen el movimiento de todos los organismos vivos, de bacterias a elefantes.
Existen opiniones divergentes al respecto [7, 8, 16], pero esta pregunta tuvo el mérito a nu-
trir el crecimiento de una nueva rama de las ciencias naturales en la cual la Fisica puede
aportar mucho: la Ecologia del Movimiento [16].

Varias de las consideraciones expuestas se pueden aplicar a los Sistemas Complejos
en general. Si bien es dificil predecir dénde estaremos en el futuro, podemos afirmar que
la investigacién en muchos temas ha cambiado significantemente durante las tltimas dos
décadas. Entre otros aspectos nuevos, existe ahora un mar de datos, muchos de los cuales
estdn disponibles libremente en el Internet y a menudo los podemos encontrar sin haber
sido nunca analizados por un cientifico. De alguna manera, esperan que alguien descifre
los secretos que encierran. Entender matemdticamente un modelo puede ser muy satis-
factorio y enriquecedor, sin embargo esto no significa necesariamente entender el mundo
real. Por citar dos ejemplos entre muchos posibles, los estudios [17] y [21] son fuentes de
inspiracién y esperanza para futuras investigaciones.

Nota: Debido a la falta de espacio, muchos temas de interés actual y relacionados con
la difusién no se pudieron abordar en este capitulo. Simplemente hemos mencionado bre-
vemente los procesos de bisqueda aleatoria y su aplicacién al forrajeo animal. Para mds
detalles sobre las biisquedas de Lévy, intermitentes o de reseteo se recomiendan las refe-
rencias [14], [10] y [15], respectivamente. Las biisquedas bayesianas se exponen en [22].
El estudio de los efectos de la movilidad de individuos sobre la propagacién de enferme-
dades en humanos y animales es un tema de intensa investigaciéon actual [23]. Modelos
epidemiol6gicos basados en agentes méviles pueden ayudar a disefiar politicas de con-
servacién de primates en parques de Africa [24]. En [21] se estudia con un enfoque similar,
la lenta propagacion de palabras nuevas en un pais (Japén). Finalmente, el movimiento
colectivo de animales en grupos se discute por F. Sevilla en este libro.
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